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稀疏分布表征 

本章我们介绍稀疏分布表征（SDR），这是脑和 HTM 系统中的信息表征的基本形式。我们会讨论 SDR 的数个既有
趣又有用的数学特征，并且论述在脑中 SDR 是如何运用的。 

什么是稀疏分布表征？ 

AI 领域最有趣的挑战之一是知识表征问题。采取计算机可以处理的某种形式来表示日常事实和关系已经被证实是
很难通过传统计算机科学的方法完成的。最根本的问题在于我们对世界的认识没有划分成具有明确关系的离散事实。几
乎所有我们知道的事情都有例外，而且概念之间的关系太多、不明确，所以无法映射到传统的计算机数据结构。 

脑没有这个问题。它们运用一种称作稀疏分布表征的方法，即 SDR 来表示信息。SDR 以及它的数学特征对生物智
能至关重要。脑做的每件事、本书描述的每条原理，都是基于 SDR。SDR 是脑的语言。人类智能的灵活性和创造性离不
开这种表征方法。所以，如果我们想让智能机器具有同样的灵活性和创造性，它们就要基于相同的表征方法，也就是
SDR。 

一条 SDR 由数千个比特组成，在任何时刻，有一小部分的比特是置 1 的，其余的是置 0 的。SDR 中的比特对应于
脑中的神经元，置 1 的是相对激活的神经元，置 0 的是相对抑制的神经元。SDR 最重要的特征是其中每个比特都有意
义。所以，任何特定表征中的激活比特编码了所表示的语义属性。这些比特没有被标记（也就是说，比特没有被指定其
含义），与之相反，比特的语义是习得的。如果两条 SDR 在相同的位置上有激活比特，那么它们共享由这些比特表示
的语义属性。通过确定两条 SDR 的重叠部分（两条 SDR 中对应位置都置 1 的比特），我们可以很快理解两个表征是如
何在语义上相似，以及它们在如何在语义上不同。由于这种语义重叠特征，基于 SDR 的系统能够自然而然地以语义相
似性为基础推而广之。 

HTM 理论规定了如何创建、存储、回忆 SDR 和 SDR 序列。SDR 不像计算机的数据那样在内存中来来去去，反而像
在固定的神经元群中的激活神经元，随着时间而变化。在某个时刻，一组神经元代表某个意思；在下个时刻，它就代表
其他的意思。在一组神经元中，在某个时刻的 SDR 可以关联地链接紧接着要出现的 SDR。这样，SDR 的序列就被学习
到了。关联链接也出现在不同的细胞群之间（层次之间或者区域之间）。一个区域的神经元编码的含义不同于另一个区
域的神经元编码的含义。这样，一种形态的 SDR，比如声音，可以关联调用另一种形态的 SDR，比如视觉。 

任何类型的概念都可以编码到一条 SDR 中，包括不同类型的传感器数据，比如词语、位置和行为。这也是为什么
新皮质是通用的学习机器。新皮质的各个区域操作 SDR，并不用“知道”它们在现实世界代表什么。HTM 系统的运作方式
是相同的。只要输入信息采用了适当的 SDR 格式，HTM 算法就可以工作。在基于 HTM 理论的系统中，知识是数据所固
有的，而不是算法中的。 

为了更好地理解 SDR 的特征，回想一下计算机中的信息普遍是如何表示的，以及 SDR 相对于计算机的信息表征体
系的优缺点，这样会有帮助。在计算机中，我们用比特和字来表示信息。比如，要表示内科病人的信息，计算机程序可
能会用一个字节存储病人的年龄，用另一个字节存储病人的性别。用列表或者树这样的数据结构组织相关的信息。如果
我们需要表示的信息定义良好并且程度有限，这种表征类型就很有效。但是，AI 研究员认识到要让计算机变得智能，
就需要它接触大量的知识，而这些知识的结构没有明确定义。 

打个比方，如果我们想要我们的智能计算机了解汽车该怎么办？想想所有你知道的关于汽车的事情。你知道它们的
用途、怎么驾驶它们、如何进去出来、怎么清理它们、可能会出现的故障、不同的控制键的功能、引擎盖下面的东西、
如何更换轮胎等等。我们知道汽车的形状和它们发出的声音。如果你只考虑轮胎，你可能会想起不同类型的轮胎、不同



品牌的轮胎、它们如何不均匀地磨损、转动它们的最佳方式等等。记录你所知道的关于汽车的事情的清单会像这样继续
下去。 

每一条知识都会在不断拓展的关联网络中引出其他知识。比如，汽车有车门，但是其他东西也有门，像房屋、飞机、
邮筒和电梯。我们可以凭着直觉知道所有这些门的相似和不同之处，还可以根据以往的经验对我们从未见过的新型门进
行预估。我们（我们的脑）容易通过关联来回忆大量事实和关系。当 AI 学者试图把这种知识编码到计算机中时，他们
遇到了困难。 

在计算机中，信息是用 8、32 或者 64 位比特的字表示的。置 1 和置 0 的所有组合都用上了，从全部置 1 到全部置
0，这有时称作一种“稠密”表征。稠密表征的一个例子是字母表中字母的 ASCII 码。ASCII 码中的字母“m”表示为： 

01101101 

注意，全部八个比特的这个组合编码了“m”，其中单独的比特自身不表示任何意思。你说不出第三个比特的意思，
全部八个比特的组合是必要的。也要注意稠密表征是脆弱的。比如，如果你像这样改变“m”的 ASCII 码中的一个比特： 

01100101 

你得到了一个完全不同的字母，“e”的表征。一个错误的比特导致意思完全变了。 

像 01101101 这种稠密表征不能告诉你它表示什么或者它有什么属性。它完全是一种主观、抽象的表征。稠密表征
的含义必须存储在其他某个地方。 

相比之下，正如之前提到的，SDR 有数千个比特。在任何时刻，有一小部分的比特是置 1 的，其余的是置 0 的。一
条 SDR 可以有 2000 个比特，其中 2%（即 40 个）是置 1 的，其余的置 0。如图 1 所示。 

 
图 1 一条有 2000 个比特的 SDR，其中仅有少数是 ON（置 1 的）。 

在一条 SDR 中，每个比特都有意义。比如，如果我们想用 SDR 表示字母表中的字母，可能会有比特用来表示字母
是辅音还是元音、字母的发音如何、字母出现在字母表中的位置、字母怎样书写（也就是形状是开还是闭、是上行还是
下行）等等。为了表示一个特定的字母，我们选出能够最好地描述字母的 40 个属性，并把对应的比特置 1。事实上，
每个比特的含义是习得的而非指定的。我们用字母和它们的属性来讲解原理。 

SDR 通过一组激活比特来表示东西的含义。所以，如果两个不同表征在相同位置上的比特都置 1，我们可以确定这
两个表征共享了这个属性。因为表征是稀疏的，两个表征不会偶然地共享某个属性；共享的比特／属性总是有意义的。
如图 2 所示，用这种方式简单地比较 SDR 可以知道两个对象在语义上是怎样地相似和不同。 

 
图 2 SDR A 和 SDR B 有匹配的置 1 比特，所以共享对应的语义；SDR C 没有匹配的置 1 比特，也就

没有共享的语义。 

SDR 的一些不可思议的数学特征是计算机的传统数据结构所不具备的。比如，要把一条 SDR 存储到内存中，我们
不需要像处理稠密表征那样存储所有比特。我们只要存储置 1 比特的位置，而且惊人的是，我们只要存储少量的置 1 比
特的位置。假设我们有一条 10,000 个比特大小的 SDR，其中的 2%也就是 200 个比特是置 1 的。为了存储这条 SDR，我
们记住这 200 个置 1 比特的位置。要和一条新的 SDR 做比较，我们看看新的 SDR 中的这 200 个位置的比特是否都是置
1 的。如果是，那么和新的 SDR 就是一样的。现在想象一下，如果我们只存储从原先 200 个比特中随机选出的 10 个比
特的位置。要比较两条 SDR 是否一样，我们看新的 SDR 的这 10 个位置的比特是否是置 1 比特。你可能会想，“但是，
等一下，在很多种情况下，这 10 个比特是匹配的，但是其他比特不匹配。我们可能很容易碰上误报匹配！”。的确如此。
但是，随机挑选的 SDR 共享 10 个比特的概率非常低；这种情况不会偶然发生，所以存储这 10 个比特就够了。但是，
如果两条 SDR 确实都在这 10 个相同的位置上有置 1 比特，那么这两个 SDR 在语义上是相似的。用同样的方式处理它们
是一种有用的泛化形式。我们会在本章的后面论述这个有趣的特征，并且对它进行数学推导。 



SDR 的另一个不可思议并且有用的特征是合并特征，如图 3 所示。我们可以用一组 SDR 形成一条新的 SDR，这是
原先一组 SDR 的合并。要形成一个合并 SDR，我们只要让所有的 SDR 共同做逻辑 OR 操作。得到的合并 SDR 和原先的
每条 SDR 都有一样数目的比特，但是它不那么稀疏。形成合并是一种单向操作，就是说你无法根据形成的合并 SDR 得
知是用哪些 SDR 来形成它的。但是你可以用一条新的 SDR 和这个合并 SDR 比较，来确定新的 SDR 是否是参与合并的某
条 SDR。因为 SDR 的稀疏性，所以判断失误的概率很低。 

 
图3 这10条SDR的合并是对比特序列做逻辑OR操作而形成的。新的SDR是否属于那些原先的SDR是通

过检查它与合并SDR匹配的置1比特来确定的。注意，合并SDR不如原先的那些SDR稀疏。 

这些特征，以及一些其他的，在实践中非常有用，触及到了人脑之所以不同于计算机的根本原因。接下来的几节会
更详细地描述这些特征以及 SDR 的操作。在本章的最后，我们会论述 SDR 在人脑和 HTM 中的一些运用方式。 

SDR 的数学特征 

本节我们论述以下的 SDR 的数学特征，着重推导根本的标度律和误差界： 

 

• SDR 的容量和错误匹配的概率 

• SDR 的健壮性和噪声误差的概率 

• SDR 向量的可靠分类 

• SDR 的合并 

• SDR 的合并在噪声环境下的健壮性 

 

这些特征和相关的操作证实了 SDR 作为存储空间的实用性，我们会在与 HTM 相关的例子中说明。在我们的分析中，
我们依赖由 Kanerva 提供的关于直觉的研究成果【Kanerva, 1988 & 1997】和一些用于分析布隆过滤器的技术【Bloom, 
1970】。我们会以相应的概述开始每个特征的论述，然后进行特征所涉及到的数学推导。但是首先，这里有一些术语
的定义和符号，我们会在接下来的论述和整本书中用到。更详尽的关于术语的清单可以在本书的末尾找到。 

数学定义和符号 

二进制向量：为了方便讨论，我们把 SDR 看作是二进制向量，用 𝐱 = [𝑏0, … , 𝑏𝑛−1] 作为 SDR 𝐱 的定义。每个元素的
值是“0”或者“1”，分别表示 OFF 和 ON。 

向量模：在 SDR 𝐱 = [𝑏0, … , 𝑏𝑛−1] 中, 𝑛 指代向量的长度。也就是说，我们用 𝑛 表示向量中元素的总数、向量的维
数或者比特的总数。 

稀疏度：在任何时刻，向量 𝐱 中的 𝑛 个比特是 ON，其余的是 OFF。用 𝑠 指代 ON 比特所占的比例。一般在稀疏表
征中， 𝑠 要远远低于 50%。  

向量势：用 𝑤指代向量的基数，我们定义为向量中 ON 比特的总数。如果向量 𝐱中的 ON 比特所占比重是 𝑠 ，那么
有 𝑤𝐱 = 𝑠 × 𝑛 = ‖𝐱‖0 。 

重叠：我们通过重叠评分来确定两条 SDR 的相似程度。简单地说，重叠评分就是共有的 ON 比特的数目，也就是
向量中相同位置的 ON 比特的数目。如果 𝐱 和 𝐲 是两条 SDR，那么重叠评分可以用点乘运算得到： 

𝑜𝑣𝑒𝑟𝑙𝑎𝑝(𝐱, 𝐲) ≡ 𝐱 ∙ 𝐲 



注意，我们没有采用典型的距离度量公式，比如汉明距离或者欧式距离，来量化相似程度。可以用重叠推导出一些
有用的特征，我们会在后续进行论述，它们和距离度量方法是不相容的。 

匹配：我们通过检查两条 SDR 是否充分重叠来确定匹配。对 𝐱 和 𝐲 这两条 SDR 而言： 

𝑚𝑎𝑡𝑐ℎ(𝐱, 𝐲|𝜃) ≡ 𝑜𝑣𝑒𝑟𝑙𝑎𝑝(𝐱, 𝐲) ≥ 𝜃 

如果 𝐱 和 𝐲 有相同的势 𝑤，我们可以通过设定阈值 𝜃 = 𝑤 来确定一个精确匹配。这样的话，如果θ小于 w，重叠评
分会表明这是一个非精确匹配。 

假设有两个 SDR 向量： 

𝐱 = [0100000000000000000100000000000110000000] 
𝐲 = [1000000000000000000100000000000110000000] 

两个向量都有相同的参数，向量模 𝑛 = 40 ，稀疏度 𝑠 = 0.1 ，向量势 𝑤 = 4 。向量 𝑥 和 𝑦 的重叠评分是 3；也就
是说，这两个向量中有三个处在相同位置的 ON 比特。因此当设定 θ = 3 时这两个向量是匹配的，但是它们并非一个精
确匹配。注意，如果阈值大于其中任意向量的势，也就是 𝜃 > 𝑤 ，那么说明了任何匹配都不可能发生。 

SDR 的容量和错误匹配的概率 

要在实践中有用，SDR 应该有很大的容量。给定一个模为 𝑛 且势为 𝑤 的向量，那么对它编码的不同 SDR 的数目可
以用从 𝑛 个中选出 𝑤 个的组合数表示： 

(
𝑛
𝑤) =

𝑛!

𝑤! (𝑛 − 𝑤)!
 (1) 

注意，对于同样大小的向量，稠密表征可用的编码总数是 2n ，相比之下 SDR 的明显要更小。这意味着潜在的容量
损失，因为输入模式可能出现的情况数目要比用 SDR 编码可用的表征数目大得多。尽管 SDR 的容量要比稠密编码小很
多，实际上这没什么影响。如果选取典型值，比如模 n = 2048 和势 w = 40 ，SDR 的表征空间就有天文数字那么大，
可以有 2.37 × 1084 个编码；而可观测宇宙中的原子数估计为 ~1080 。 

要让 SDR 能够表示信息，我们需要可靠地区分出编码；也就是说，SDR 应该相互区别，这样我们才不会混淆信息。
只有这样，接下来理解两个随机 SDR 的相同概率才有意义。给定两个有着同样参数的随机 SDR x 和 y ，它们相同的概
率是： 

𝑃(𝑥 = 𝑦) = 1/ (
𝑛
𝑤) (2) 

假设一种情况，向量模为 n = 1024 且向量势为 w = 2 。会有 523776 种可能的编码，其中两个随机编码相同的可
能性非常高，也就是 523,776 分之 1。这个概率会随着 w 的升高而非常迅速地降低。当 w = 4 时，概率骤降到不足 450
亿分之 1。如果模 n = 2048 且势 w = 40 ，这是 HTM 的典型值，两个随机编码相同的概率基本上是零。请注意等式 2
反映的是精确匹配条件下的误报概率，而非大多数 HTM 模型采用的非精确匹配；本章后面会对此进行论述。 

上述的等式说明了，SDR 具备足够大的尺寸和密度时，会有超乎寻常的容量满足不同编码，不同的表征几乎不可能
用上相同的编码。 

重叠集 

我们引入重叠集的概念来帮助分析在不同条件下的匹配效果。假设 x 是一个大小为 n 且有 wx 个比特为 ON 的 SDR
编码。向量 x 关于新参数 b 的重叠集是 Ωx(n, w, b) ，定义为大小为 n 且有 w 个比特为 ON，与向量 x 恰好有 b 个比特
重叠的向量的集合。这些向量的数目用 |Ωx(n, w, b)| 表示，这里的 |∙| 表示集合中所有元素的数目。如果 b ≤ wx 且 b ≤
w ，那么有： 

|Ω𝑥(𝑛, 𝑤, 𝑏)| = (
𝑤𝑥

𝑏
) × (

𝑛 − 𝑤𝑥

𝑤 − 𝑏
) (3) 

等式 3 中乘积的第一个因数表示在向量 𝑥 中的 𝑤𝑥 个 ON 比特对应的位置出现 𝑏 个 ON 比特的组合数，第二个因数
表示在向量 𝑥 中的 𝑛 − 𝑤𝑥 个 OFF 比特对应的位置出现 𝑤 − 𝑏 个 ON 比特的组合数。其中前者体现的是重叠集中的向量
与向量 𝑥 重叠的部分。 



重叠集很有启发性，我们可以通过它可靠地比较 SDR；也就是不产生漏报或者误报，甚至存在明显噪声时，这意味
着 ON／OFF 比特会随机波动。在接下来的几节，我们会用非精确匹配和子采样两种不同的思想来探究 SDR 在噪声环境
下的健壮性。 

非精确匹配 

如果我们要求两条 SDR 做精确匹配（也就是 θ = w ），那么只要任意两条中的 ON 比特有一个噪声比特，就会产
生漏报，我们也就不能识别匹配的 SDR。一般而言，我们想要系统能够容忍输入信息中的变动或者噪声。这就是说，我
们很少需要精确的匹配，也就是 θ = w 的情形。降低 θ 让我们可以使用非精确匹配，减小了系统灵敏度而且增大了对
抗噪声的整体健壮性。比如，考虑 SDR 向量 x 和 x′ ，其中 x′ 是随机噪声污染 x 后的值。设定 w = 40 并且把 θ 降低到
20，噪声会翻转 50%的比特（ON 比特变成 OFF 比特，反之亦然），但是 x 仍然能匹配 x′ 。 

但是增大健壮性伴随着的代价是更多的误报。就是说，减小θ也增大了与另一个随机向量发生错误匹配的概率。在
调整这些参数时有一个固有的折衷。正如我们所希望的，在保持健壮性的同时，尽可能地降低发生错误匹配的可能性。 

                    
图 4 这张图说明了降低匹配阈值 θ 的概念差异。大的灰色区域表示所有可能的 SDR 空间，这里的元素 x1 , x2, … xM 都是区域内的

SDR 个体。在空间 A，我们看到精确匹配的场景，这里的 𝜃 = 𝑤 并且 SDR 都是空间里单独的点。当你减小 θ 时，潜在匹配的集合增大

了。注意，空间 B 中的 x1, x2, … xM 现在是区域内更大的圆片，表示相比在空间 A，会有更多的 SDR 在空间 B 匹配上它们。因为你减小 

θ 时，白色区域相对于灰色区域的比例会变得很大，有更大的可能性随机发生错误匹配。空间 A 和空间 B 的大小一样，因为它们共有

固定的向量模 n 。如果我们增大 n ，也就是增大潜在 SDR 的空间。白色区域相对于灰色区域的比例会变小，如空间 C 所示。从 A 到 B

再到 C 的转变说明了在参数 θ 和 n 间的折衷：减小 θ 带给你更多的健壮性，也会增大你对错误匹配的灵敏程度，但是再增大 n 可以减

轻这个不利影响。 

采用合适的参数来衡量 SDR 可以拥有健壮性来抵抗大量噪声，也能够保持很小的误报概率。为了收敛到期望的参
数值，我们需要计算误报的似然性作为匹配阈值的目标优化函数。 

给定一个 SDR 编码 x 和另一个随机 SDR 编码 y ，两者有相同的向量模 n 和向量势 w ，发生错误匹配的概率是多
少？也就是 overlap(x, y) ≥ θ 的可能性是多少？匹配定义为有 θ 个或者更多个比特重叠，最多是 w 个。总共有 (

n
w) 个

不同的编码方式，发生误报的概率是： 



𝑓𝑝𝑤
𝑛 (𝜃) =

∑ |Ω𝑥(𝑛, 𝑤, 𝑏)|𝑤
𝑏=𝜃

(
𝑛
𝑤)

 (4) 

如果 θ = w ，或者表示精确匹配的话会发生什么？等式 4 中的分子计算结果等于 1，并且该等式退化为等式 2。 

为了对等式 4 有更直观的感觉，再次假设向量参数里的向量模 n = 1024 且向量势 w = 4 ，如果阈值 θ = 2 ，对应
50%的噪声，那么发生误差的概率是 14587 分之 1。就是说，当有 50%的噪声时，有很大的可能性会发生错误匹配。如
果 w 和 θ 分别增大到 20 和 10，错误匹配的概率会急剧地减小到不足 1013 分之 1！因此，保持 n 不变的同时，适当增
大 w 和 θ ，可以取得非常完美的健壮性，以便应对多达 50%的噪声。图 5 说明了 HTM 在实际中使用的值。 

 
图 5 这张图说明了等式 4 参数间的作用关系。三条实曲线表示了当你增大 SDR 的模 n 时，误差率会快速下降（也就是误报率）。

每条曲线代表不同数目的 ON 比特，即向量势 w 的情况，它们都有恒定为 50%的匹配阈值 θ 。当 n 增大时，这三条曲线的误差下降速

度比指数级下降还要快，当 n > 2000 时误差基本为 0。虚线表示当 SDR 中的半数比特是 ON 时的误差率。注意，这条线保持着相对较

高的误差率（大约为 50%），意味着如果采用非稀疏表征，不可能获得抵抗噪声的健壮性。要实现低误差率，稀疏性和高维度都是必

要的。  

子采样 

SDR 的一个有趣特征是能够可靠地对比向量的子采样描述。也就是通过匹配大尺寸模式中激活比特的较小子集识别
大尺寸的分布模式。假设 x 是一条 SDR， x′ 是 x 的子采样描述，这样有 wx′ ≤ wx 。不言而喻，只要满足 θ ≤ wx′ ，子
采样描述 x′ 总会匹配 x 。但是，如果你增大子采样，误报概率也会增大。  

那么 x′ 与随机的 SDR y 发生错误匹配的概率是多少？这里的重叠集是对子采样描述 x′ 进行计算的，而非完整的向
量 x 。如果 b ≤ wx′ 并且 b ≤ wy ，那么与 x′ 正好有 b 个比特重叠的模式数目为： 

|Ω𝑥′(𝑛, 𝑤𝑦, 𝑏)| = (
𝑤𝑥′

𝑏
) × (

𝑛 − 𝑤𝑥′

𝑤𝑦 − 𝑏 ) (6) 

 

给定阈值 θ ≤ wx′ ，那么误报概率为： 



𝑓𝑝𝑤𝑦
𝑛 (𝜃) =

∑ |Ω𝑥′(𝑛, 𝑤𝑦, 𝑏)|
𝑤𝑥′

𝑏=𝜃

(
𝑛

𝑤𝑦
)

 (7) 

注意，在比较的向量中，等式 6 不同于等式 3，等式 7 也不同于等式 4。换句话说，子采样仅仅只是之前讨论的非
精确匹配特征的变体。 

举个例子，假设 n = 1024 并且 wy = 8 。对 x 中的半数比特做子采样，并且把阈值设为 2（也就是 wx′ = 4 并且 
θ = 2 ），我们会发现错误概率是 3142 分之 1。但是，把 wy 增大到 20 并且按比例调整相关参数（也就是 wx′ = 10 并
且 θ = 5 ），误报概率会急剧下降到 250 万分之 1。继续增大直到 n = 1024 、 wx′ = 20 、 wx′ = 20 、 θ = 10 ，这也
是 HTM 参数更贴近实际使用的取值，误报概率会骤降至 1012 分之 1！考虑到阈值大约是最初的 ON 比特数目的 25%，
这个效果非常显著。图 6 说明了子采样对应到不同 HTM 参数的可靠性。 

 
图 6 这张图说明的是等式 6 的情况，这里我们把误差率（也就是误报率）看作是关于子采样大小（也就是比特数目）的函数。三

条实曲线代表几个特定的维度和稀疏度，表示了随着子采样比特数目的增大，误差率产生指数级的改善。如果有充分高的维度和稀疏

度，采用 15 到 25 的子采样值可以达到非常低的误差率。相反，虚线代表的是一个相对稠密的表征（25%的 ON 比特）所对应的误差

率；尽管维度很高，但是误差也很高。 

采取实用参数，明显 SDR 会产生最小的误报概率。子采样和非精确匹配的特征允许我们把 SDR 用作可靠的分类机
制，这会在下一节论述。 

对一列 SDR 向量的可靠分类 

SDR 的一个有益的用途是对向量进行分类，我们可以可靠地分辨某条 SDR 是否属于一组相似的 SDR。我们考虑一
种类似最近邻域分类的分类形式。假设 X 是包含 M 个向量的集合，X = {x1, … , xM}，其中每个向量 xi 都是一条 SDR。
给定随机的 SDR y，我们判断其是否属于该集合的依据如下： 

∃𝒙𝑖∈𝑋𝑚𝑎𝑡𝑐ℎ(𝒙, 𝐲) = 𝑡𝑟𝑢𝑒 (8) 

我们对被噪声污染了的向量进行分类的可靠性如何呢？更具体来说，如果我们从向量 xi 的 n 个比特中随机选出 t 
个并且切换它们的 ON／OFF 来引入噪声，那么发生误报分类的似然是多少？假设 t ≤ w − θ ，并且这里没有漏报，只
有误报。那么这个问题就变成了“对随机向量 y 的分类是误报的概率是多少？”。因为相对于匹配来讲， X 中的所有向量
都是独特的，所以发生误报的概率是： 



𝑓𝑝𝑥(𝜃) = 1 − (𝑓𝑝𝑤
𝑛 (𝜃))𝑀 (9) 

因为发生单个重叠的误报概率非常小，所以使用以下的约束条件更加实用： 

𝑓𝑝𝑥(𝜃) ≤ 𝑀𝑓𝑝𝑤
𝑛 (𝜃) (10) 

考虑如果所有向量的模 n = 64 并且势 w = 3 。如果 θ = 2 ，你的列表里存储了 10 个向量，误报率大约是 22 分之
1。增大 w 到 12 并且增大 θ 到 8，保持比值 

θ

w
=

2

3
 不变，误报率会下降到大约 2363 分之 1。现在把参数增大到更实际

的取值： n = 1024 和 w = 21 ，并且 θ = 14 （也就是 w 值的 2/3）。在这种情况下，这 10 个向量的误报率会骤降至 
1020 分之 1。实际上，采用这些参数值，存储十亿个向量的误报率要比 1012 分之 1 更低！ 

这个结果说明了 SDR 的一个显著特征。假设一个大的模式集合都是用 SDR 编码的，并且存储在列表里。那么其中
很大数目的模式都可以接近完美地检索出来，甚至有大量噪声的情况下。设定 SDR 的参数 n 、 w 和 t 的重要原则是它
们需要充分的大。正如上面的例子说明的，如果取较小的值比如 n = 64 和 w = 3 ，你的 SDR 会不能利用好这些特征。 

SDR 的合并 
SDR 最迷人的特征之一是能够通过对所有的向量做 OR 操作从而把一组模式可靠地存储到一个固定的表征。我们称

之为合并特征。为了存储由 M 个向量组成的集合，合并机理仅仅只是对全部的向量做布尔 OR 操作来产生一个新向量 
X 。要判断是否新的 SDR y 属于这个集合，我们只需要计算 match(X, y) 。 

 
图 7 （顶部）对包含 M 个 SDR 向量的集合做 OR 操作得到合并向量 𝐗 。因为每个独立的向量都有 2%的 ON 比特，并且 M = 10 ，

所以断定向量 𝐗 中 ON 比特所占比重最多是 20%。这背后的逻辑并不复杂：如果这组向量彼此没有重叠，那么合并向量中的每个 ON

比特都会对应它们自身的 ON 比特，所以把 ON 比特的比重累加即可。如果存在重叠，那么合并向量中的 ON 比特都会与之对应，所

以 ON 比特的比重会更低。 （底部）计算 match(𝐗, 𝐲) 的过程揭示了 𝐲 是否属于合并向量 𝐗 表示的集合，也就是说， 𝐲 中 ON 比特的

位置对应到 𝐗 中的位置也是 ON 比特。 

合并特征的优势在于一个固定大小的 SDR 向量可以存储一个动态的集合。像这样，细胞的固定集合及其连接运作
于一个动态列表。它也提供了分类操作的替补方案。在 HTM 中，SDR 的合并被广泛用于时序预测，以便进行时序池化、
表现不变性以及创造高效的层次结构。但是，能够可靠地存储在一个集合中的向量的数目是有限的。换句话说，合并特
征有着增大误报率的劣势。 

合并特征有多可靠？没有漏报的风险；如果给定的向量在集合中，它的所有对应位置的比特都会是 ON，无论其他
模式是什么样的，重叠是完美的。但是，合并特征会增大误报的似然。如果向量的数目 M 充分地大，那么集合的合并
向量的 ON 比特会趋于饱和，判断任意的随机向量几乎都会得到误报匹配。理解这种关系是很很有必要的，这样我们可
以规避合并特征的局限。 

让我们先来计算精确匹配时，也就是 θ = w 时的误报概率。这种情况下，如果一个随机模式 y 的所有比特都与合
并向量 X 重叠，就发生了误报。当 M = 1 时，合并向量中任意给定的比特是 OFF 的概率是 1 − s ，这里 s =

w

n
 。当 M 

增大时，误报概率是： 

𝒙1 = [01000000000010000000 … 010] 
𝒙2 = [00000000000000000010 … 100] 
𝒙3 = [10100000000000000000 … 010] 

⋮ 
𝒙10 = [00000000000000110000 … 010] 

 

𝑿 = 𝒙1𝑂𝑅𝒙2𝑂𝑅, . . . , 𝒙10 

 

𝑿 = [11100000000110110000 … 110] 
 

𝒚 = [10000000000001000000 … 001] 
 

∴ 𝑚𝑎𝑡𝑐ℎ(𝑿, 𝒚) = 1 



𝑝0 = (1 − 𝑠)𝑀 (11) 

经过 M 次合并操作，合并向量 X 中任意给定的比特是 ON 的概率是 1 − p0 。所以误报概率，也就是随机模式 y 中
所有 w 个比特是 ON 的概率是： 

𝑝𝑓𝑝 = (1 − 𝑝0)𝑤 = (1 − (1 − 𝑠)𝑀)𝑤 (12) 

用来得到等式 12 的技术类似于分析布隆过滤器时对误报率的推导【Bloom, 1970; Broder and Mitzenmacher, 2004】。
细微的差别在于，布隆过滤器中的每个比特都是独立选取的，也就是重置抽样。这样的话，给定的向量可能包含不足 
w 个 ON 比特。在我们的分析中，保证了在每个向量中都恰好有 w 个 ON 比特。 

上面的推导过程让我们搞清楚了，在某些条件下，我们可以通过合并来存储 SDR 并且不用担心发生误报。比如，
考虑设置 SDR 的参数为模 n = 1024 和势 w = 2 。存储 20 个向量也就是 M = 20 ，发生误报的概率大约是 680 分之 1。
但是，如果 w 增大到 20，概率会急剧地下降到大约 55 亿分之 1。这是合并特征的一个显著特征。实际上，如果 M 增
大到 40，误差发生的概率仍然会优于 10−5 分之 1。 

为了对合并特征有一个直观的感觉，合并向量中 ON 比特的期望数目是 n(1 − p0) 。如等式 12 所示，它增长得会
比线性更慢；额外的合并操作会在作为结果的 SDR 上产生越来越少的 ON 比特。考虑 M = 80 的情况，这里 20%的比特
都是置 0 的。如果我们考虑一个额外的包含 40 个 ON 比特的向量，那么它有适当的概率会对应这 20%中的至少 1 个比
特，所以它不会是误报。也就是说，只有那些 w 个 ON 比特都对应在合并向量中 80%的 ON 比特位置上的向量才是误
报。随着我们增大 n 和 w ，可以共同进行 OR 操作的模式的数目也会可靠并且充分地增加。如图 8 所示，如果 n 和 w 
充分地大，即使 M 增大，误报的概率也会保持在能够接受的较低水平上。 

  
图8  本图表现了等式12的分类误差率（也就是匹配SDR的合并集合的误报率）。这三条线表现了SDR的几个维度在 w = 200 时的



计算值。我们看到随着存储模式的数目的变化，误差率单调增大。更重要的是，本图说明了SDR的大小是关键因素：少量的比特

（1000个比特）导致相对较高的误差率，而更大的向量（10000以上的比特）更加健壮。可以在网上交互地操作这张图：plot.ly网址的

占位。  

SDR 的合并在噪声环境下的健壮性 

正如上面提到的，合并向量 X 中 ON 比特的准确数目是 w̃X = n(1 − p0) ，这里我们使用了波浪线表示法来代表合
并向量。假设 n ≥ w̃X ≥ w ，我们可以计算出重叠集合的期望大小： 

𝐸[|Ω𝑋(𝑛, 𝑤, 𝑏)|] = (
𝑤�̃�

𝑏
) × (

𝑛 − 𝑤�̃�

𝑤 − 𝑏
) (13) 

如果发生匹配，我们需要大小为 𝜃 个或者更多比特（最多是 𝑤 个）的重叠。所以发生错误匹配的概率是： 

𝜀 ≈
∑ |Ω𝑋(𝑛, 𝑤, 𝑏)|𝑤

𝑏=𝜃

(
𝑛
𝑤)

 (14) 

 

注意等式 14 是误差率的近似值，因为我们正在处理合并向量 X 中 ON 比特的期望数目1。 

正如你所预料的，误差率会随着阈值降低而增大，但是这种折衷的影响可以通过增大 n 来减轻。假设向量模 n =
1024 并且向量势 w = 20 。如果存储 20 个向量也就是 M = 20 ，精确匹配时的误报概率大约是 50 亿分之 1。当阈值 
θ = 19 时误报率会增大到 1.23 亿分之 1。当阈值 θ = 18 时误报率会增大到 400 万分之 1。但是当阈值 θ = 18 保持不
变，如果你增大 n 到 2048，误报率会急剧地下降到 2230 亿分之 1！这个例子说明了 SDR 的合并特征对噪声的健壮性，
而且它还是我们另一个更大的主题的例子：SDR 长度的细微线性变化可以对误差率产生超指数的改善。 

运算效率 

尽管 SDR 向量很大，但是所有我们论述过的运算耗时都在关于 ON 比特数目的线性范围内2。也就是说，运算复杂
度依赖于 ON 比特的数目 w ，而不是向量的模 n 。这对 HTM 系统很重要，因为实际上 w ≪ n 。另外，因为向量是二
进制的，所以可以在大多数 CPU 上快速运算。但是实际情况没有这么理想，因为采用了更标准的距离度量，复杂度通
常是 O(n) ，此外还要包括浮点运算。 

在接下来的一节中，我们会论述人脑是如何利用 SDR 的数学特征的，以及它是如何在 HTM 系统中体现的。 

脑和 HTM 系统中的 SDR 

稀疏分布表征和它们的数学原理应该如何与人脑中的信息存储和检索联系起来？本节我们会罗列 SDR 运用于脑中
的一些方式，以及对应在 HTM 理论中的部分。 

神经元的激活形式是 SDR 

如果你观察新皮质中的部分神经元，你会发现它们的活动会是稀疏的，其中有很低比重的神经元是处于高度激活
（传递脉冲）的状态，剩余的神经元是抑制的或者很缓慢地传递脉冲。SDR 代表了一组神经元的活动，置 1 和置 0 比特
分别表示激活和相对抑制的神经元。HTM 系统的所有功能都是基于神经元和 SDR 之间的这个基本关联。 

生物神经元的活动比简单的 1 或者 0 更加复杂。神经元传递脉冲，脉冲在某种意义上是二进制的输出信息，但是不
同类型的神经元和在不同情况下它的频率和模式会有很大差别。关于如何解释神经元的输出信息有不同的观点。一个激
进的观点认为，每个独立脉冲的节奏是很重要的，峰电位的时机对信息进行了编码。其他的理论家认为神经元的输出是
一个标量值，与脉冲速率对应。但是，已经证明了新皮质可以如此迅速地执行重要任务，以至于参与的神经元甚至都没
有足够的时间处理每个神经元的第二个脉冲进而促成任务的完成。在那些任务中，峰电位的节奏和脉冲速率不能解释编
码信息。有时神经元会在进入稳定的脉冲速率前开始一个传递两到四个快速交替的脉冲的“微爆”。这些“微爆”会对突触
后的细胞，也就是接收输入信息的细胞产生长期而且持久的影响。 

HTM 认为神经元会处于数个状态之一： 

                                                 
1 这个近似背后的假设是，ON比特的实际数目是和期望数目相等的。 
2 运算复杂度是 𝑂(𝑛) ，独立于向量的长度 𝑛 。 



- 激活（传递脉冲） 

- 抑制（没有传递脉冲或者很缓慢地传递脉冲） 

- 预测（去极化后和传递脉冲前） 

- 预测后激活（传递脉冲之前的“微爆”） 

这些 HTM 神经元状态不同于其他的那些神经网络模型，我们会对这个给出一些解释。首先，众所周知，一些生物
神经元会根据它们接收的输入信息和理想的“感受野”的匹配情况按照不同的速率传递脉冲。但是，单个的神经元对神经
网络的表现不是非常重要的；激活神经元的数目才是最重要的，任何单个的神经元都可以停止运作，对网络的影响不大。
由此可见，可变的脉冲速率对新皮质的功能而言不是必要的，所以在 HTM 模型中我们可以忽视这个特征。我们总是可
以通过在一条 SDR 中使用更多比特来弥补可变编码的缺失。迄今为止所有构建的 HTM 实现都在没有可变速率编码的情
况下运作得很好。回避可变速率编码的第二个理由是二进制的细胞状态让软件以及硬件实现容易得多。HTM 系统几乎
不需要浮点运算，而这在任何包含速率编码的系统中都是需要的。没有浮点数学的需求，用来实现 HTM 的硬件会简单
得多。有一个对可编程计算机的类比：当人们最初开始制造可编程计算机时，一些设计师提倡十进制的逻辑。二进制的
逻辑胜出了，因为它更容易制造。 

尽管 HTM 神经元没有可变速率的输出信息，它们确实纳入了两个不存在与其他理论中的新状态。当神经元识别出
顶树突或者底树突的模式时，树突产生一个局部的 NMDA 脉冲，可以对细胞体去极化而无需产生体脉冲。在 HTM 理论
中，细胞内部的去极化状态代表了对未来活动的预测，在序列记忆中起到关键作用。最后，在一些情况下，神经元会通
过“微爆”脉冲启动。一种可以引起“微爆”的情况是当细胞从一个之前的去极化状态启动的时候。“微爆”会活化突触后神
经元的代谢性受体，这会引起长时间的去极化和学习效果。尽管神经科学还没有对“微爆”有定论，但是 HTM 理论需要
系统在输入信息不同于预测时表现得不一样。“微爆”和代谢性受体可以扮演这个角色。通过施加代谢作用，神经元可以
在它的输入信息终止后保持激活，并且能够表现出增强的学习效果。这两个状态，预测（去极化）和预测后激活（“微
爆”）是关于 HTM 理论是如何结合自上而下的系统层级的理论需求和详细的生物学细节进而获得对生物学的新见解的优
秀案例。 

图 9 脑中 SDR 的可视化（占位） 

神经网络预测是 SDR 的合并 

HTM 序列记忆会对将要发生的情况作出多个同步的预测。这种能力是 SDR 合并特征的一个实例。对应到生物学是
多组神经元细胞（SDR）同时去极化。因为每个表征都是稀疏的，所以很多预测可以同步进行。比如，考虑实现 HTM
序列记忆的一层神经元。如果其中的 1%是激活状态并且产生 20 个不同的预测，那么会有大约 20%的神经元进入去极化
／预测状态。即使有 20%的神经元去极化，系统仍然能够可靠地排查是否有预测发生了。作为人而言，你不会意识到那
些预测，因为预测状态的细胞没有传递脉冲。但是，如果发生了意外的输入信息，网络可以侦查它，你就会察觉到有什
么不对劲。 

突触是一种存储 SDR 的方式 

计算机内存一般称作“随机存取存储器”。字节存储在硬盘驱动器或存储器芯片上的某个存储器位置。要存取字节的
值，你需要知道它在存储器中的地址。“随机”这个词的意思是，只要你知道需要检索的信息的地址，你就可以按照任意
顺序检索它。脑中的存储器称作“联想存储器”。在联想存储器中，一条 SDR 与另一条 SDR 相连，相连的这一条还会与
其他的相连，联系会一直持续下去。SDR 通过与其他 SDR 的联系会回忆起来。没有中心化的存储器或者随机存取。每
个神经元都会参与形成 SDR 和学习关联。 

考虑一个神经元，如果我们想要识别一个特定的活动模式。为了达到这个目的，神经元会与模式中的激活细胞形成
突触。如上所述，一个神经元只需要形成少量的突触，通常会小于二十个，以便在大量细胞中准确地识别出模式，只要
模式是稀疏的。形成新突触是脑中的几乎所有记忆的基础。 

但是我们不是只想要一个神经元来识别一个模式；我们想要一组神经元来识别一个模式。这样，一条 SDR 会唤起
另一条 SDR。我们想要 SDR 模式 A 唤起 SDR 模式 B。只要模式 B 中的每个激活细胞组成二十个突触连接上模式 A 中任
意的一些细胞，这就可以实现。 

如果 A 和 B 两种模式是在同一个神经元群体中前后相继的模式，那么习得的从模式 A 到模式 B 的关联是一个过渡，
形成了序列记忆的基础。如果模式 A 和模式 B 在不同的神经元群体中，那么模式 A 会同时激活模式 B。如果模式 A 中的
神经元连接到模式 B 中的远端突触，那么模式 B 就是预测的模式。如果模式 A 中的神经元连接到模式 B 中的近端突触，
那么模式 B 就是激活神经元组成的激活模式。 

所有的联想存储器的操作都使用相同的基本记忆机制，也就是在神经元的树突段形成新突触。因为所有的神经元都
有数十个树突段和数以千计的突触，每个神经元不仅仅识别一种模式，而是数十种独立的模式。每个神经元都会参与形
成很多不同的 SDR。 



小结 

SDR 是脑的语言，同时 HTM 理论规定了如何创建、存储、回忆 SDR 和 SDR 序列。本章我们学习了 SDR 强大的数
学特征，以及这些特征是如何让脑和 HTM 能够学习和归纳序列的。 
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